RASTGELE DEGISKENLERIN FONKSiYONLARI

X bir rastgele degisken ise X’ in herhangi bir fonksiyonu da bir rastgele degiskendir. Bu
boliimde, X rastgele degiskeninin olasilik (yogunluk) fonksiyonu bilindiginde X'in
herhangi bir fonksiyonunun olasilik (yogunluk) fonksiyonu asagidaki ydntemler
kullanilarak bulunabilir:

1. Degisken Degistirme Teknigi
2. Dagilim Fonksiyonu Teknigi
3. Moment Cikaran Fonksiyon Teknigi

1. DEGISKEN DEGIiSTiRME TEKNiGi

X rastgele degiskeninin aldig1 degerler kiimesi reel sayilarin sayilabilen bir alt
kiimesi ise X’ e kesikli rastgele degisken, reel sayilarin sayilamayan bir alt kiimesi ise X’ e
strekli rastgele degisken denir. Bir zarin atilmasi, bir markete gelen miisteri sayisi vb.
ornekler kesikli rastgele degisken 6rnekleridir. Bir ampiil bozuluncaya kadar gecgen siire,

bir kisinin boy uzunlugu vb. érnekler ise siirekli rastgele degisken 6rnekleridir.

Tek Degisken olmasi durumunda:
+ Kesikli bir X rastgele degiskeni ile X' in bir fonksiyonu olan Y = g(X)

olarak tanimlanan rastgele degiskenin olasilik fonksiyonu, X' in olasilik
fonksiyonu ve X=g1(Y) seklindeki ters fonksiyonlardan yararlanilarak
asagidaki genel ifade yardimiyla bulunur:
P(Y=y)=P(g(X)=y)=P(X=g"'(y))
+ Sirekli bir X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) olsun.
g fonksiyonu artan yada azalan siirekli bir fonksiyon ve g1 tiirevlenebilirse

Y = g(X) rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

d
) = g™ 0) |5 070)

seklinde bulunur.

Cok Degisken olmasi durumunda:

X1, X5, ++, X, herhangi rastgele degiskenler ve bunlarin ortak olasiik yogunluk
fonksiyonu f (x4, x5, -+, x,,) olsun.

Y) = g1(xq, %2, 00, %)



Y, = g2(x1, %3, , xp)

Yo = gn(xy, 22, %)
dontisim degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonlarina
91, ¥, -+, ) ile gosterilirse, bu fonksiyon asagidaki algoritma ile bulunabilir:
> f(xq1,%3,++,x,)>0 oldugu bolge A ile gosterilsin.
A ={(x1,%x3,,%y); —0 < x; < 00,0 =1,2,:-+,n}
» Verilen doniisiimler A bolgesini bir tek B bolgesine dontistiiriir. B bolgesinde
IV, V2, ¥n)>0 olacaktir.
B =
{(y1, V2, *, ¥n); yi'lerin tanim araliklar1 doniisiimlerden yararlanilarak bulunur.}
» Ters donlisiimler ve gerekiyorsa Jakobiyen hesaplanir. Verilen doniisiimlerden
yararlanilarak ters dontistimler bulunur.
x1 = w1 (Y1, Y2, Yn)
X3 = w2 (Y1, Y2, V)

Xn = Wn(y1»3’2""'3’n)

Jakobiyen matrisi (stirekli oldugu durumda gereklidir)

dxq dx,
0y1 0Yn
J=1: =~
dxy, dxy,
0y1 0Yn

seklinde bulunur.
> Y1,Y2,..,.Yn rastgele degiskenlerinin B bolgesinde tanimli olan ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu

IOy ):{ fler = w1, ¥, ¥+, X = W1, Y2, 0+, ¥0))  kesikli
VI (e = wi (v e V) X = W (Y, Y, v )- | siirekl

Ornek: X rastgele degiskeni olasilik fonksiyonu



_ N _(pgFt, x=123,
P =x) = {0 ,diger yerlerde

olan p parametreli Geometrik dagilima sahip olsun. Y=X-1 rastgele degiskeninin olasilik

fonksiyonunu Degisken Degistirme Teknigini kullanarak bulunuz.

Coziim: X rastgele degiskeninin tanim kiimesinden Y=X-1 donisumi ile Y rastgele

degiskeninin tanim kiimesi belirlenir.

Y=X-1
Dy={1,2,3,-} - Dy=1{0,12,---}

y=x-1 donlsimii verildigine gore ters doniisimden x=y+1 elde edilir.
O zaman Y rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

o pq¥, y=01.2,
PY =y) = { 0 , digeryerlerde

olarak elde edilir.

Ornek: X rastgele degiskeni olasilik fonksiyonu

P(X = x) = {(i) G)x (%)H . x=01,234
0 ,diger yerlerde

olan Binom(n=4, p=1/2) dagilimina sahip olsun.
a) Y= ﬁ rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonunu Degisken Degistirme

Teknigini kullanarak bulunuz.
b) Y = (X — 2)? rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonunu Degisken Degistirme
Teknigini kullanarak bulunuz.
Cozium:
a) P(X=x)>0 oldugu bolge icin X rastgele degiskeninin tanim kiimesinden

Y= ﬁ dontisiimii ile Y rastgele degiskeninin tanim kiimesi belirlenir. Yani verilen

doniisim Dy bolgesini Dy bélgesine donitstirir. Dy bolgesi icin de P(Y=y)>0

olacaktir.
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y= ﬁ dontisiimii verildigine gore ters dontlisimden X=1_7y elde edilir.

O zaman Y rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

—_— 1_

4 N

1—y (1>y(1> y 111

P(Yzy)z T 2 2 ) y_ I2!3F4I
0 ,diger yerlerde

ul| =

olarak elde edilir.

b) P(X=x)>0 oldugu bolge icin X rastgele degiskeninin tamim kiimesindenY =
(X — 2)? doniisiimii ile Y rastgele degiskeninin tanim kiimesi belirlenir. Yani
verilen doniisim Dy bélgesini Dy bolgesine doniistiiriir. Dy bolgesi i¢in de
P(Y=y)>0 olacaktir.

Y = (X - 2)2
DX={O,1,2,3,4‘} - DY = {0,1,4‘}

y=0ise P(Y = 0) = P(X = 2) = (‘21) (1)2 (%)H:g
y=lise P(Y =1) = P(X = 1) + P(X = 3) =
y=dise P(Y = 4) = P(X = 0) + P(X = 4) =

O zaman Y rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

Y:ylo14

P(Y:y)l 3/8 4/8 1/8

olarak elde edilir.

Ornek: X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

X=x | -1 0 1

P(X=x) | 1/3 1/2 1/6

seklinde verilsin. Y = 3X+1 seklinde tanimlanan Y rastgele degiskeninin olasilik
fonksiyonunu bulunuz?

Coziim:



P(X=x)>0 oldugu bdélge icin X rastgele degiskeninin tanim kiimesinden Y = 3X+1
dontiisiimii ile Y rastgele degiskeninin tanim kiimesi belirlenir. Yani verilen doniisim Dy
bolgesini Dy bolgesine doniistiiriir. Dy bolgesi i¢in de P(Y=y)>0 olacaktir.

Dy =fxx=-1,01} o5 D, ={y:y= —2,1,4}

Y rastgele degiskeninin aldig1 degerler ile olasiliklar

y =-2ise P(Y=-2)=P(X=-1) =1/3

y=1 ise P(Y=1)=P(X=0) =1/2

y =4ise P(Y=4)=P(X=1) =1/6

seklinde hesaplanir. Boylece Y rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

Y=y | -2 1 4

P (Y=y) ‘ 1/3 1/2 1/6
seklinde elde edilir.

Ornek: X rastgele degiskeni (—g,g) araliginda siirekli diizgiin dagilima sahip olsun ve

X ~U(—§,§) seklinde gosterilsin. Y = tanX rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonunu Degisken Degistirme Teknigini kullanarak bulunuz?

X~U (— z, g) ise X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
= -, —o<x<T
f(X) = E+E T 2 2

0 , dd
Ters dontlistim yapildiginda;
y=tanx — x=arctany olur.

Siirekli dlizgiin dagilim oldugu i¢in Jakobiyen asagidaki gibi bulunur.

1

_9x _
=3, = Ty
y y

Y rastgele degiskeninin sinirlarini elde edelim.

tan: R - (—E,E)
2’2

arctan: (—E,E)—>R ~Tex <l
2 2 2 2



s s
—5 <arctany <>

—% < arctany arctany < g
tan(— g) <y y < tan(g)
- 00 < y y < 0O
N e
- 00 < y < 00

Y rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

g(y)=fx=w(y)) .Ul

_1 |;
T o l14y2
1 1
0 , diger durumlarda
seklinde elde edilir.

Ornek: X rastgele degiskeni Standart Normal dagilima sahip olsun. Y = X2 rastgele
degiskeninin dagilimini Degisken Degistirme Teknigini kullanarak bulunuz?

X ~ N(0,1) ise X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 L2
feo={7me?
0 , diger yerlerde

—o< x < ©

seklindedir.

Tanim kiimesi asagidaki gibi belirlenir.

—s2
D, ={x:-00<x < 0} Ji)Dy={y:y>O}

Ters dontisiim

y =x2> X=w(y)=i\/§

1

dx
x=wi(y)=-y= Ji = - "

dy _ 1

x=w,(y) =y = Jo = 4, = 2y

seklinde elde edilir. Buna gore, Y rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu



g (v) = f(x=w1(y)) . 1] + f (x=w2(¥)) - |J2|
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_ 1 Ly o1
—ZEe 2 ﬁ
1 -1 -
gy YT y>0
0 , diger yerlerde

olarak elde edilir.

+ Bu sonug gostermektedir ki X rastgele degiskeni standart normal dagilima
sahip ise Y=X2 rastgele degiskeninin dagilimi 1 serbestlik dereceli Ki-Kare
dagimidir. X ~ N(0,1) ise Y = X2~ )(2(1) dir.
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